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I. RAPPEL: 
OL. Définition : 


l. u et vdeux vecteurs du plan tel que u = AB et v= AC. 


le produit scalaire de u et v est noté u.v tel que : 
e Si v=0 ou u=0 ona:u.v=0. 

e Si v#0 etuz0 et H la projection orthogonale de 

C sur la droite (AB) (A ZB car uzo ) alors 


+ u.v=AB.AC = ABxAH si AB et AH ont même 
+ u.v =AB.AC=-ABxAH si AB et AH ont les sens opposés. 


— — 2 


=) TIm -n 
2. uu=u =AB > 0 est appelé le carré scalaire de u AB ou de AB . 


=> > —> = —2 
3. Le nombre réel positif \u.u est appelé la norme du vecteur u = AB et on note ful = Vu ou 


|AB| = AB ( remarque u = lal de 
O2. Propriétés r ÈA v 


Soient u et y et w trois vecteurs du plan tel que : u = AB et v= AC et ae R . 
L La forme trigonométrique du produit scalaire ( avec AB 40 et AC 0 ) tel que 
(u, v) = (AB, AC) = (2x) est: AB.AC = AB x ACcos a ou encore u.v = lu x [v| cosa - 


> — — — 


2. Symétrie du produit scalaire : u.v = v.u . 


3. Linéarité du produit scalaire : 


(au).v=u.(av)=ax{u.v) 


=> 
ə Positivité du produit scalaire : u > 0. 


oN 


®. produit scalaire est non dégénéré : uu =0<&u=0. 


. orthogonalité de deux vecteurs u et v : u Ly &u.yv=0 


Let j deux vecteurs non colinéaires du plan (P) . le couple B — (i j) s’appelle base du plan . on dit 


que le plan (P) est rapporté à la base B = ( „il Cou encore le plan (P) est muni à la base B = (i j 


[A= 


O est un point de (P) et B= (ii) est une base de (F ) le triplet R = (05i) s’appelle repère de 


.on dit que le plan est rapporté au repère R = (0.53) (ou encore le plan est muni d’un repère KR) 
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(i j) est une base orthonormée si et seulement si i j =0 et fil = [ji = 1, Dans ce cas le repère 


z=) 


= (05i) est appelé repère orthonormé . 


I= (ii) est une base orthonormée directe si et seuleme 


IL. L'expression analytique du produit scalaire et la norme d’un vecteur dans un repère ortha 
À A Remarque : dans toute la suite du chapitre le plan (P) est rapporté à un repère 
orthonormé direct 
A. L’expression analytique de : u.v et Jul et AB 

OL. Activité : 
u(x,y) = xi+ yj et v(x',y ') =x'İ+ y F deux vecteurs du plan (P) | | fi ns. 
L Calculer : u.v en fonction de x et yet x' et y' | - 


puis lu u.v en fonction de x et y. 


+ 


x' X 
d'=OME xT + yf 


Ro 


Donner une condition nécessaire et suffisante 
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Donner la propriété . 


O2. Propriété : Pam N 


u(x,y) = xi+ yj et v(x',y ') = x'i+ y 'j deux vecteurs du plan (P) . On à : 


DEN S Eer, 


y 


AB =|AB| = (xi -x4)+(y; -y4) avec A(x,,y,) et B(x,,y;). 


culer : u.v et lal et AB. 
éterminer un vecteur W (x,y) unitaire et colinéaire avec v ( c.à.d. [vi =1). 


. Montrer que : le triangle ABC est rectangle en A tel que : A (1,3) et B(3,1) et C(-3, 1) l 


A, Déterminer un vecteur directeur de la hauteur issue du sommet A. 


B. Cordonnée d’un vecteur — repérage polaire : 
OL. Activité : 


Lien du site : 
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(£u)=0 [2x] 


L Montrer que (ui) = 5° [2x] 


2. 


. On déduit que : x = Jul cos (iu) et 


y= fulsin(i,u) l 


A. On déduit une autre écriture du vecteur u . 
Donner la propriété . 


I 


Vocabulaire : l’angle (iu) est appelé angle polaire du vecteur u et 0 


O2. Propriété : 


=|u|cos(iu) et y=|u/sin(iu) 


LC ONI 


Calculer : i.u et ju de deux façons différentes . 


À 


X 


=||u||[(cos®). 1 + (sin8).] 


C. l’inégalité de Cauchy — Schwar ’inéclité triangulaire : 


OL. Activité : 


Soient u et 


COS ( 


L Montrer que : u.v < 


u, 5) 


v deux vecteurs de ( 


2ème cas: u£0 et v#0.o0ona: 


COS (5 5) 
cos(u, 5) 


e vs falv] 


<1 |u}x|"] 


= [fe 


u. 


v=: 


Laurent Schwartz 
en 1970. 


( Mathématicien Français ) 
5 mars 1915 


4 juillet 2002 (à 87 ans)) 


Médaille Fields (1950) 


2 . . 


Augustin Louis Cauchy 
en 1840 


( Mathématicien Français ) 


21 août 1789 


4 23 mai 1857 (à 67 ans) 


Son nom est sur la liste des 
soixante-douze noms de 
savants inscrits sur la tour 
Eiffel 


s1xfux |] 


<el 


EE" 


2 


le polaire de u. 


Lien du site: https:/benmoussamath1.jimdo.com/ dana ui gai NU | 


+ 
persanennngnnununnunnnnnnnnnnn ts nnnnnnpnen O=  **, 
* 
02 


.* 
.* 
. 
+ 


———— —— — ————— —————— O þeetrereerereeerengs — 
page = A= NIVEAU :1SM “p COURS N\ 6 e” PRODUIT SCALAIRE ( plan ) 6 


D'où : u.v < [ul | . S’appelle l’inégalité de Cauchy — Schwarz 


2. Montrons que : u et v sont colinéaires je u.vl = Jul x] 


= 1 


On pose : 


ap<fF{leos(us) =] 


cosļ{ u, ) 


w E e 
eu v)= 2k ou (u,v v)= nr + Ê2kr 


e(u uet v v son linaires ) 


(1) : 


Conclusion : ( u et v sont colinéaires je u.vl = Jul x] r 


8. Montrons que : a+ v| < fal + [v 


D’après l’inégalité de Cauchy — Schwar 


2) + fav] < faf 


(2) © 2xlu.v|< 2xlu] xlv] 


oient u et v deux vecteurs de (P) $ 


u.v < Ju x [vi ( Pinégalité de Cauchy — Schwarz: 
| 
u et v sont colinéaires = u.vl — Ju xv N 


u+ v| < ful + [vi ( Pinégalité triangulaire ) . 


HI. Formules de : sin(u; v ) et cos(u;v) 


Ti 


À. Formules de : sin(u; v et cos(u; v) : 


OL. Activité : 


EE 
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u(x,y) = xi+ yj et v(x',y ') > x'i+y'j deux vecteurs non nuls de (P). on pose (u, v)= a (27) et 


le vecteur w(-y;x) . ( voir la figure ) 


— — 


L Donner : cos (uv) en fonction de x et y et x' et y'. 


peus 


2. Calculer v.w et det{u, v) et Jul et [w 


; quelle remarque peut-on tirer ? 


s 


Montrer que : (v.w)= = - a (27) ( on peut utiliser (uw)= (u; v) +( 


À 


Donner l’expression trigonométrique de v.w et on déduit que : si 


— > — 


P IT Fi) 


%. on déduit sina : en fonction de det(u; v ) et fu | 


Sin = 


I 


det(u, v) 


ef 


x et y et x' et y' (réponse | sin a = 


02. propriété : 


Ll 


(x,y)=xi+ yj et v(x',y')=x'i+y'j deux vecteurs non nuls de (P) avec (u,v) = (2x) : 


ha: cos0 = ——— u XX} K) det(u, v) _ xy'-yx' 
EM | NE NL +y ul Vx+y24x "247" 


ein parallélogramme : 


— 


B. laire ( ou surface ) d’un 
OL. Activité : 
Dans le plan (P 


iangle ABC non aplati et H la projection orthogonale de C 


de ABC. 


sin((AE, AC) : 


fonction de 


ABC est un triangle dans le plan (P) í 


a surface Spc du tringle ABC est : S gc le (AB 


a surface S 500 du tringle ABC est : Sbc = = |det( AB, AC). 
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IV. La droite dans le plan ( étude analytique ) : 
A. vecteur normal : 
OL. Activité : 


vecteur normal 
—+ 
V 


D(A,u) est une droite dans le plan (P) . Que remarquez-vous ? vecteur directeur A te pia 2 
roite D(A,n) 


02. Définition : 


D(A,u) est une droite dans le plan (P) . 
Tout vecteur n non nul orthogonale au vect 


vecteur normal à la droite D(A,u) : 
O3. remarque : 


e Les vecteurs an (avec & Z 0 ) sont normaux à la droite D(A,u 


e n et n' sont normaux à la droite D(A,u) donc n et n'so 
° n(a,b) normal à la droite (D) équivaut u(—b,a) 


B. Ensemble des points M tel que n.AM=0 
Ol. Activité : 


A est un point de (P) et n est un vecte 


L Déterminer l’ensemble des poj 


= 


2. Propriété : 


{ 
Pensemble des points M(x,y) de (P) 


e vecteur normalest n . 


ne a dte D(A,n) ; 


C. Equation carté 


que : M(x,y) (= D(A,n) => ax+by+c=0 ; on détermine c. 
étudier la réciproque : E est l’ensemble des points M(x,y) de (P) tel que ax+by+c¢c=0 


avec (a,b) + (0,0) montrer que l’ensemble E est la droite D(A,n) . 


O2. Propriété et définition : 
° M(x,y) est un point de (P) appartient à la droite D(A(x F v) ; n(a,b)) si et seulement 


ax+by+c=0 et (a,b) = (0,0) et c=-ax{ D? 


e 2x+by+c=0 s’appelle l’équation cartésienne de la droite D(A,n) 
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O3. Remarque : 
Pour l’équation cartésienne (D) : ax +by +c=0 on a: 
è n(a,b) vecteur normal à la droite (D) | 


° u(-b,a) vecteur directeur à la droite (D) . 
04. Application : 


L. 


2\-{1 
1. Donner l’équation cartésienne de la droite SCADA) : 
2. 


On considère le triangle ABC tel que A(2, 1) et B(0,1) et C(-2,3 


rau) 


Déterminer les équations cartésiennes du la médiatrice de [AB] et 


C|. 


F 


Correction : 


2\-{1 
L Equation cartésienne de la droite LE A sn 9) 


8 n(1,5) est un vecteur normal à la droite (D) donc u 


e Le point A e(D) donc : A(2,0)e(D):1x2+5 


Déterminer Q le centre du cercle circonscrit au triangle ABC . 


tion est de 


forme (D):1x+5y+c=0. 


a. Equation cartésienne 


a. rice de [AB] ; 
° (D,) médiatrice de [AB] don 


’où AB est normal à la droite (D,) ; 


on z) 

< ; =0 

y —2 2 
&-2(x+1)+2(y-2)=0 
< —-2x+2y-6=0 
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Donc : (D,):-x+y-3=0 


b. On détermine Q le centre du cercle circonscrit au triangle ABC . 
On sait que l’intersection des médiatrices est le centre du cercle circonscrit au triangle 


ABC. 


Donc : a(s o 
pa 
< 
y=4 


D’où: Q(1,4) 

Conclusion : Q(1, 4) est le centre du cercle circonscrit au triangle A 

D. Orthogonalité de deux droites (D) et (D') : 
OL Activité : 

1. D(A,u) et D'(B,u') deux droites de (P) dont-on4 les vecteursidirecteurs . 


Déterminer une condition nécessaire et suffisante 


2. D(A,n) et D'(B,n') deux droites de 


Déterminer une condition nécessaireæt suffis 
O2. Propriété : 


n considère les droites (D) et (D') d’équations cartésiennes : (D) :ax+by+c=0 et 
a\f{a' J 
D) et (D') . On a : woei) ha =0<&aa'+bb'=0. 


Ve 7 


cartésienne d’une droite (D') orthogonale à (D) tel que : 


vecteurs normaux. 


(D')1(). 


e te 


LD ') :a'x+b'y+c'=0 tel que n(a,b) et sont les vecteurs normaux respectivement à 


O3. Application : 


Déterminer une équat 


(Au) est une droite du plan (P) et A estun] 


pint de (P) et H sa projection orthogonal 


r (D) . la distance AH est appelée la distance d 
03. Activité : 


» À à (D) et on note d(A,(D))=d=AH . 


D(A,u) est une droite du plan (P) tel que son équation cartésienne est (D) :ax+by+c=0 et 


A(x Na a) est un point de (P) et H(xyYu) sa projection orthogonale sur (D) : 
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L Montrer que c=—ax,, —by,, puis mAH = ax a +by, +0. 


ko 


. Montrer que mAH = ax, +by, + c| : 


S 


. On déduit AH en fonction de a et b et x, et y, . 
O4. Propriété : 
La distance du point A(x ) de (P) à une droite d’équation 


cartésienne (D) : ax + by +e age 


05. Exemple: 


(D') :—Xx+y—3=0 et A (2,5) on a d(A; D) = PTT — () donc À € (D) | 
V. Le cercle étude analytique : | on, nés LR ---+curtie CT: TT nn 


PER eataa Aaaa a TERRES 


i a tt ttes tentant 


A. Equation cartésienne du cercle C(Q(a,b) sr) À 
OL. Activité : 
Q(a,b) est un point de (P) ereR”, (r > 0) ; 
L Compléter l’équivalence suivant on utilise a et b 
M(x,y) € C(Q(a,b};r) Ve LÉELEEEEE 
O2. Propriété : 


pp 


SE p.. -Ř…..xj=-=--=--- 


A Á E a e fe me me 


ém—mmmmhmm me on moe mm om ee 


qu LELELLL) 


ne. 


ut cercle C(Q(a,b};r) du plan (P) a pour équatio 
ou encore : x? + y? — 2ax — 2by + c = ONaMEerc = 
03. Exemple: 
e Donner équation cartési 


e Donner équation 


avec : A(1;0 


(P) : C AB] est cercle de diamètre [AB] avec À ZB . 


ouyér une condition nécessaire et suffisante pour que M (x; y) = C AB] 


| CT cartésienne du cercle de diamètre [AB] est: M(x;y) = C[ A;B] < AM.BM =0 . 3 
03. Exemple: 

A(1;0) et B(-1;0 ) deux points de (P) . trouver équation cartésienne de C AB] * 
Correction : On trouve équation cartésienne de Ci AB] ' 


Ona: M(xy)eC  AM.BM =0 . 


[A;B] 
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x—1 x+1 B 
y-0)(y-0). 
 x?2+y/—-1=0 


PE NL 2 | — 
Conclusion : C ag] X +Y 1=0. 


C. Le cercle passant par trois points : 


Le cercle passant par trois A et B et C no 
que son centre Q est l’intersections des m 


D. Présentation paramétrique d’un cercle : 
OL. Activité : 


C(Q(a,b};r) est un cercle du plan (P) rapporté au repère orthonormé (0,5,3) 


(OM) =0: (27) l 


l. Calculer : J.QM ; i.QM . 


O2. Propriété : 


O3. Exemple: 


Donner présentati 


i A=a2+b2-4c<0 ona: S=S. 


2. Déterminer les cordonnés du point M par rapport aü repè , 
—<a+RcosO 


3. D’après OM = OQ+QM , montrer que : 


ensemble des points M (x, y ) du plan (P) qui vérifie x? + y? +ax+by+c=0 est: 


2 


(Q(a,bh;r) est un cercle du plan ( rapporté au repère orthonormé o.i, j) tel que OER ; 


x=a+Recos6 
on a : f 
y=b+Rsine 


oint unique qui est Q| —— En ) 
P que q 2° 2 


| D \a2+b2—4c 


un cercle ). 
PE) ca 


_ 10 - 


.- = 
& 0 
n alignés c’est le cercle circonscrit au triangle ABC te 
; | a E C 
N į 
{ 
P) 
D a a 
3 (@] Qi bd r E/M 
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E. Etude les positions relatives d’un cercle et une droite . 
OL. Activité : 


Tracer les positions relatives d’une droites (D) et un cercle (C) , puis donner les définitions et les 


propriétés . 


A 


B 


DNC) = (D)N(C}={A,B; 


(D)n(C)={A} 


La droite (D) et le La droite (D) est La droite (D) coupe le 


cercle (C) sont tangente au cercle (C) cercle en 2 points 


disjoints en A € (C) DES 


O2. Définitions et propriétés : 
| (D) est une droite du plan (P) et (C) est un cercle du plan (P) de centre Q et de rayon r. 
(D) est à l’extérieure du cercle (C) ( (D) et (C) sont disjoints (D)N(C) =). 


ment si d'Q.(D))>r 
+ (8, (b)) 


(D) coupe le l’extérieure du cercle (C) si et seule 


è (D) coupe le cercle (C) en deux points A et 
(D) coupe le cercle (C) si et seulement si d( 
D) est tangente au cercle (C) ( (D) N (C) — {A} de 


| D) est tangente au cercle (C) si et seulement si d(Q,(D)) =I 


droite tangente au cercle en A'e (G) 


l C(Qr) tel que (D) est tangente à (C) 


L Tro dition nécessaire et suffisante tel que M(x, y) appartienne à (D) ; 


2. On déduit l’équation cartésienne de D(A;u) ; puis donner la propriété . 
O2. Propriété : 


équation cartésienne de la droite D(A;u) tangente au cercle C(Qr) en un point A(x oY a) de 


"e x, —a \ I ) 
C(Qr) est: QA.u = 0 ou encore a É 
Ve | 
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03. Exemple: 
Géométriquement donner l'équation cartésienne 


de la droite D(A;u) qui tangente au cercle (C) ; 


VI. Ensemble des points M du plan (P) tel que : 
AM.AB =k ; MA.MB =k ; MA? +MB° =K : 
MA?’ -MB° =k aveck ER . 

1* cas : MA.AB =k : (MAu=k et u0) À 


A et B deux points de P) tel que : AB = 6 et I est le milieu de [AB | 


L Déterminer (E,) l’ensemble des points M de (P) tel que MA.AB = 0 
2. Déterminer (E,) 
3. Déterminer (E.) l’ensemble des points M de (P) 


2ème cas: MA.MB =K. 


L Déterminer 


3. Déterminer 


(E) 

2. Déterminer (F,) Pensemble des points M 
(E) 
) 


4. Déterminer (F, 
3ème cas: MA? +MB° =k. 
L Déterminer (G) Pense 


de (P) tel que MA? + MB° = 68. 
de (P) tel que MA? +MB° =18. 
nts M de (P) tel que MA? + MB° =4. 


2. Déterminer (G,) l’ensem 


Déterminer (G . 


l’ensemble des points M de (P) tel que MA? - MB” = 36. 


as précédents dans le cas général c.à.d. k e R et AB et on discute avec disjonction 
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